Ecole Normale Supérieure - PSL Spectre des surfaces aléatoires, Année 2024-2025

TD n° 6 — Analyse harmonique sur les surfaces hyperboliques compactes

Exercice 1. Laplacien hyperbolique L’opérateur laplacien sur H? s’écrit, pour tout systéme de
coordonnées réelles (1, x2)

Z 0 ( \det(g)\g”8>,
i 1./|det 856 837]'

ol g est la représentation matricielle de la métrique hyperbolique dans les coordonnées (x1, x2),

de sorte que
2
? = Z gijdxidxy,
i,j=1
et g% = (g 1);; est un coefficient de la matrice inverse.
1. Donner une expression de A dans les représentations du demi-plan et du disque.

2. Montrer que le laplacien commute avec les opérateurs de translation T, : E>*(H?) - R

)

Tof(z) = f(g7t2), VzeH?VgePSL(2,R).

Exercice 2. Noyauz invariants et transformée de Selberg Un noyau invariant sur H? est une
fonction k : H? x H? — C telle que

k(gz, gw) = k(z,w), Vz,w € H? Vg € PSL(2,R),

k(z,w) = k(w,z), Vz,we H>.

Un noyau radial sur H? est une fonction & : H? x H? — C donnée par
k(sz) :f(d(zaw))v Vz,w €H27

ou f : R — C est une fonction paire.
1. Montrer qu’un noyau radial est invariant.

2. Un noyau invariant définit un opérateur intégral sur les fonctions :

ASG) = [ kG0 f)duto).
Montrer que ce noyau passe au quotient sur les surfaces hyperboliques compactes S =
\H2.
3. Montrer que toute fonction propre f de A associée a la valeur propre A est aussi une

fonction propre de I'opérateur Ax pour tout noyau radial k. Autrement dit, il existe une
fonction h : R — C telle que

Apf(z) = h(N)f(2), VzeH2

Pour cela, on pourra admettre qu’il existe une unique fonction w +— wy(z,w) qui est
radiale en z et telle que
wi(z,2) =1,

Apwir(z,w) = dwy(z, w).



4. La transformée de Selberg du noyau radial k est donnée par

S(k)(A) =h(N) = /H2 E(d(i, w))wy (i, w)du(w).
On utilisera la paramétrisation A = s(1 — s) = i + 72 r € C, et on notera S(k)(r) =
S(k)(N\). Montrer que

o s [ kp)sinh(y)

lt| \/cosh(p) — cosh(t)

g(t)

Exercice 3. Noyau de la chaleur Le noyau de la chaleur sur H? est un noyau invariant py
solution fondamentale de I’équation de la chaleur

d
%pt(z,w) + Ap(z,w) =0, Vz,we H?,

lim [ py(z,w) f(w)dp(w) = f(z), Vf € G.(H?),Vz € H.
ti0 Jp2

1. Montrer que la transformée de Selberg h; de p; s’écrit
hi(r) = e~ Gt

2. En déduire que

u2

(2, 0) V2e i /°° ue” 1t du
Z,W) = 775

bt (47t)3/2 J (2 \/cosh(u) — cosh(d(z, w))

3. Soit S = I'\H? une surface hyperbolique compacte. Montrer que
#{y el d(z,yw) <T} < Cel

4. En utilisant la question précédente et en admettant qu’il existe une constante C' > 0

telle que
C _dzw)?
pt(zaw) S ?6_ 8,
montrer que

Be(z,w) =) pulz,yw)

vyerl
est bien défini.
5. Montrer que p; est un noyau de la chaleur sur S.

6. Montrer que cette solution fondamentale du noyau de la chaleur sur S est unique.

Remarque. Le noyau de la chaleur permet de démontrer (mais on ne va pas le faire!) un
théoréme fondamental : pour toute surface hyperbolique compacte S = I'\H?, il existe une base
orthonormale (¢,,)nen de L?(S) et une suite 0 = A\g < A\; < Ao < ... de nombres réels tels que
Ap — 00 quand n — oo, et

Afbn = An¢n-



